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Résumé :  
Les coques minces sont utilisées dans de nombreux domaines comme éléments structurels. Elles sont 
malheureusement souvent sujettes à des instabilités plus ou moins catastrophiques (flambage). L’attention 
est focalisée dans ce travail sur l’effet des défauts axisymétrique localisés sur le flambage des coques 
cylindriques  axisymétrique minces soumises à la compression axiale. L’analyse de la charge critique de 
flambement est conduite au moyen du calcul éléments finis puis par une formule analytique établie par 
Jamal et al. Une comparaison des deux résultats est considérée et discutée. 
Abstract: 
Thin shells are used in many fields such as structural elements.Unfortunately; they are often prone to 
instability (Buckling). In this work we propose to analyze the effect of localized axisymmetrical initial 
imperfections on the critical load of elastic cylindrical shells subjected to axial compression. The critical 
buckling load is carried through by the finite element Analysis, followed by an analytical formula established 
by Jamal et al. A comparison of the two results is considered and discussed. 
Mots clefs : Instabilité/flambement/défaut localisé/coque cylindrique mince/ 
MEF.  
1 Introduction  
Du fait de leurs excellentes capacités à transmettre et à supporter des chargements très variés, les coques 
minces sont utilisées dans de nombreux domaines comme éléments structurels : silos, réservoir, structures 
navales ou aérospatiales. Elles sont malheureusement souvent sujettes à des phénomènes d’instabilité 
(flambage) plus ou moins catastrophiques. La charge de flambage dépend crucialement des défauts 
géométriques présents initialement sur la structure de la coque.  Il faut remarquer en effet que, quel que soit 
le procédé de fabrication de ce type de structures, la géométrie finale n’est jamais parfaite. Des défauts de 
forme dits perturbent la forme idéale visée lors de la conception. L’objectif est donc de déterminer pour ce 
type de structures les paramètres de défauts qui ont une influence significative sur le comportement en 
situation de flambement et à les intégrer d’une manière plus rationnelle lors du dimensionnement. Yamaki [1]   
présente une synthèse et une étude fouillée sur l’effet des diverses formes de défauts. Un travail sur  le post 
flambage élastique et la sensibilité  d'imperfection a été passée en revue dans Citerley[2] . Babcock [3]   a 
étudié  la sensibilité d'imperfection, sur le flambage dynamique, et  plastique. Bushnell [4] a décrit une 
analyse numérique pour examiner quelques problèmes de flambage plastique  des coques imparfaites. Plus 
récemment Pellicano [5]   a étudié  la stabilité dynamique d’une coque fortement comprimé soumise aux 
charges périodiques axiales, cette coque présente des imperfections géométriques, flambage. Ilyosov [6]   a 
développé un modèle théorique pour l’analyse de la stabilité dynamique de la coque avec imperfections 
ayant le comportement visco-élastique. En fin Mallon [7]    a étudié la sensibilité d'imperfections et il a 
trouvé une réduction remarquable de la résistance au flambage et une limite d’instabilité. 
 L’attention est focalisée dans ce travail sur l’effet d’un défaut axisymétrique localisé ayant une forme 
triangulaire rentrante. L’analyse de son effet sur la charge critique de flambement est conduite au moyen du 
calcul éléments finis direct en utilisant l’élément S8R du code Abaqus [8]   puis par une formule analytique 
établie par Jamal et al. [9] [10].Une comparaison des deux résultats est considérée ensuite et la validité de la 
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formule analytique approchée est discutée.        
2 Approche analytique :  
2.1 Equations des coques cylindriques minces parfaites 
Donnell [11] se place dans le cadre de déformations modérées  subies par une coque de rayon R, de longueur 
L, et d’épaisseur h , constituée d’un matériau homogène isotrope et élastique ayant un module d'Young E et 
un coefficient de Poissonυ .la coque est soumis a des chargement de compression axiale P vérifiés par le 
déplacement transversal w et la fonction des contrainte additionnelle φ .Ces équations sont données par 
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λ  Représente le paramètre de la charge relié au chargement P. Dans le cas d’une coque élastique 
axisymétrique à géométrie parfaite et soumise à la compression axiale, on montre qu’elle flambe sous la 
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2.2 Equations des coques cylindriques minces imparfaites 
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2.3 Formule analytique de la réduction de la charge critique du flambage 
Jamal et al. [9] , [10]  ont développé moyennant la méthode de développement asymptotique à double 
échelle une formule analytique donnant la charge critique de flambage en fonction des paramètres de la 
coque et de ceux qui caractérisent le défaut. Cette formule permet de relier la charge critique réduite 
max cl/λ λ  aux paramètres de la coque et du défaut par : 
( ) ( ) ( )
( )
1 3
2 22 2 2 2 2
COR1 a c COR2 b
max
1 3 22cl c
9 C 1 C 1
11
8 1
⎛ ⎞⎛ ⎞−β δ + δ + +β δ⎜ ⎟⎜ ⎟λ ⎝ ⎠⎜ ⎟= −λ ⎜ ⎟λ +β⎜ ⎟⎝ ⎠
                                (4) 
Avec COR1C 0.14= et COR2C 0.8= .Les coefficients de correction de la formule permettant d’augmenter son 
domaine de validité, β  est le rapport d’aspect modal (longueur d’onde axiale/circonférentielle),  aδ , bδ  et cδ  
des coefficients qui sont reliés à la transformée de Fourier de l’imperfection localisée, n est le nombre d’onde 
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dans la direction circonférentielle, maxλ  est la valeur de la charge critique du flambage recherchée. 
3 Approche numérique : Modèle éléments finis sous Abaqus 
Nous considérons dans cette étude l’analyse de l’effet des imperfections géométriques initiales sur la 
résistance au flambage des coques cylindriques minces soumises à un chargement uniforme de pure 
compression axiale. Plusieurs éléments de type coque sont disponibles dans (Abaqus 2006). Ces éléments se 
différencient par le nombre de nœuds par élément et par le nombre de degrés de liberté par nœud. Deux  
familles d’éléments sont particulièrement intéressantes dans le cas du flambage des coques cylindriques 
minces. Il y a les éléments à géométrie linéaire (S4R, S4R5) à quatre nœuds et admettant respectivement 6 et 
5 cinq degrés de liberté par nœud, puis les éléments à géométrie quadratique (S8R, S8R5) avec  huit nœuds 
et admettant respectivement 6 degrés de liberté et 5 degrés de liberté par nœud. Utilisant la formule 
analytique dans le cas d’une coque axisymétrique sans défaut sous chargement axiale uniforme Kim, et al 
[12]  ont comparé la contrainte critique avec celles qui sont obtenues par calcul éléments finis sous Abaqus 
en employant les éléments S8R, S4R et S4R5. C’est l’élément S8R qui s’est avéré le plus précis. Les 
simulations numériques présentées dans ce travail sont réalisées à l’aide de cet élément.  
La procédure Buckle du code de calcul aux éléments finis Abaqus est utilisée. Celle-ci utilise une technique 
de perturbations linéaires pour résoudre le problème aux valeurs propres associé au flambement de la coque. 
On applique d’abord un incrément de chargement NQ où N indique le degré de liberté global défini par la 
discrétisation de la coque. L’amplitude du chargement n’est pas importante, mais sa direction l’est largement. 
En effet le chargement NQ  sera proportionné par les multiplicateurs de charge iλ   qui seront calculés suite à 
la résolution du problème aux valeurs propres : 
( )NM NM M0 i iK K V 0Δ+ λ =                                         (5) 
où NM0K  est la matrice de rigidité initiale incorporant s’il y a lieu l’effet d’un pré-chargement N0P , NMKΔ  la 
matrice de rigidité géométrique, dite matrice des contraintes initiales dues au chargement NQ , les iλ  sont les 
valeurs propres du problème (5) et les MiV  sont les modes de flambement associés, M et N indiquent les 
degrés de libertés globaux du modèle entier et i le ième mode de flambement.  
Les charges critiques de flambement sont données par 0 iP Q+ λ . Normalement c’est la plus petite valeur 
propre iλ  qui est la plus intéressante. Les modes de flambement MiV  sont des vecteurs normalisés et ne 
représentent pas les modes réels de déformation qui apparaissent à la charge critique. Abaqus propose deux 
méthodes pour extraire les valeurs propres iλ : la méthode de Lanczos et les itérations de sous espaces. La 
méthode de  Lanczos est plus rapide lorsqu’on désire calculer un grand nombre de modes propres pour un 
système admettant un grand nombre de degrés de liberté. La méthode des itérations de sous espace est par 
contre plus rapide lorsque seulement un petit nombre de modes propres est requis.  
Dans l’analyse de l’effet des défauts géométriques sur le flambage de la coque, nous avons choisit un défaut 
de type triangulaire rentrant Limam [13]. Ce défaut a le double avantage d’être très facilement modélisé et 
d’être parfaitement représentatif des défauts qui résultent du soudage et qui apparaissent à la jonction de 
deux alvéoles servant à assembler la coque. Il permet en outre de rendre compte des caractéristiques 
essentielles des défauts,  à savoir la longueur d’onde axiale ζ , et l’amplitude ε . Le défaut triangle rentrant a 
une  forme extrêmement simple, ce qui permet de  définir de manière claire la longueur d’onde axiale par 
=1.72.α. Rtζ  avec α  un paramètre de contrôle qui permet de faire varier la longueur d’onde ζ  et d’étudier 
son influence. 
Le choix de ce défaut simple permet d’étudier de manière paramétrique, lorsqu’on le considère isolé, l’effet 
des paramètres essentiels influençant la charge critique de flambement: la longueur d’onde et l’amplitude du 
défaut. Le défaut sera localisé à mi-hauteur de la génératrice du cylindre afin d’éviter l’interaction avec les 
conditions aux limites de la coque. Les conditions aux limites retenues sont de type encastrement en  bas et 
libre en tète de la coque. Les paramètres considérés sont: R / h , / hε  et ζ . Les caractéristiques géométriques 
de la coque étudiée sont sa hauteur L et son rayon R .  
20ème Congrès Français de Mécanique                                                                  Besançon, 29 août au 2 septembre 2011 
  4
4 Résultats et discussion 
Les caractéristiques mécaniques du matériau élastique constituant la coque sont les suivantes: module 
d’Young E 70000MPa=  et coefficient de Poisson 0.3υ = . Si les données de calcul sont tels que R 0.135m= , 
L 2R= , h 0.09mm= . On trouve alors 7cl 2.8 10 Paλ = × . 
La figure 1 montre la densité de maillage adoptée dans un premier temps pour trouver des bons résultats puis 
pour étudier le comportement de la structure en fonction du rapport /hε . La convergence de la méthode des 
éléments finis est largement suffisante assurée par l’utilisation de vingt sept éléments circonférentiels et 
d’une centaine suivant la direction axiale. 
 
FIG. 1  – Maillage d’une coque R/h=1500, L/R=2 
La figure 2 présente le premier mode de flambage obtenu dans notre modélisation, Il s’agit ici d’un mode 




FIG. 2  – Premier mode de flambage  pour / h 1ε =   et max cl/ 0.893λ λ =  
La figure 3 présente l’évolution de la charge critique en fonction du rapport  amplitude/épaisseur  et l’effet 
des paramètres d'aspect de la coque. On remarque qu’en particulier que l’évolution de la charge critique 
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en fonction de l’amplitude réduite traduit l’allure associée à la courbe de Koiter [14] pour le cas d’un défaut 
théorique réparti sur toute la longueur de la coque. Notre défaut admet un effet drastique sur la capacité 
portante de la coque soumise à la compression axiale. On constate d’après ces résultats que pour les 
amplitudes de défaut importantes, une perte considérable de la rigidité de la structure est observée. Le défaut 
triangulaire est un défaut défavorable sur le comportement de la structure et ce pour toutes les géométries de 
la coque étudiée et plus spécialement dans le cas le plus défavorable obtenue pour R/t=1500 et L/R=2, Cette 
configuration nous place dans le cas des coques extrêmement minces et donc très sensibles aux défauts de 
forme localisés. Ce défaut a l’avantage d’être très facilement modelé. On peut dire que notre modèle 
développée dans ce travail sous Abaqus à l’aide de l’élément S8R est capable de modéliser parfaitement et 
avec une manière représentative des défauts de type casse de soudure qui apparaît à la jonction de deux 















 FIG. 3  –  Effet de la forme du défaut sur la charge critique; effet des paramètres d’aspect de la coque 












FIG. 4  – Effet de la forme du défaut : Evolution de la charge critique en fonction de  l’amplitude réduite /hε , 
/hε  
λ /λmax cl  
λ /λmax cl  
/hε  
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14.85 mmζ =   ( 2,n 15β= = ) 
Sur les figures 4 et 5, on présente les résultats obtenus par la formule analytique corrigée (4) et le 
modèle numérique élaboré sous Abaqus. Ils montrent qu’il existe une très bonne concordance entre 
les deux pour les deux valeurs de la longueur  d’onde : 14.85mmζ =  et 4.32 mmζ = . 
 












FIG. 5  – Effet de la forme du défaut : Evolution de la charge critique en fonction de  l’amplitude réduite /hε , 
4.32 mmζ =  ( 2,n 15β= = ) 
Conclusion  
La méthode des éléments finis utilisant l’élément S8R d’Abaqus a permis de valider la formule analytique 
corrigée présentée pour évaluer la charge critique de flambage des coques cylindriques minces soumises à un 
chargement de compression axiale uniforme lorsqu’elles sont sujettes à des imperfections géométriques 
axisymétriques localisés de type triangle rentrant. L’étude montre qu’on obtient une chute de la charge 
critique et cela est dû à l’influence des caractéristiques physiques des défauts et plus spécialement son 
amplitude. Cette variation a un intérêt important dans le cas de dimensionnement des coques cylindriques 
minces. La formule analytique donnant la réduction de la charge critique permet de bien estimer la charge 
critique dans notre cas et cela reste valable pour des petites valeurs de l’amplitude du défaut considéré 
pouvant aller jusqu’à l’épaisseur de la coque. D’autres études paramétriques doivent être menées afin de 
mieux évaluer la capacité de la formule analytique à rendre compte de l’effet des défauts localisés sur la 
résistance au flambage. Comme perspectives de ce travail on s’intéressera  de tenir en compte la non linéarité 
géométrique afin de quantifier son influence sur la charge critique et cela peut se faire dans le cadre d’un 
calcul non linéaire de flambage sous le même modèle élément finis présenté dans ce travail. 
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